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N¶EH¶ANY SPECI¶ALIS OLIGOPOL PROBL¶EMA1
SZIDAROVSZKY FERENC { MOLN¶AR S¶ANDOR
Budapesti Corvinus Egyetem { Szent Istv¶an Egyetem
A klasszikus oligopol j¶at¶ek n¶eh¶any kiterjeszt¶es¶et mutatjuk be. T¶argyal¶asra
kerÄul a bizonytalan ¶arfÄuggv¶enyek esete, amikor a becsl¶esi hib¶at val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶onak tekintjÄuk, ¶es a ki¯zet}ofÄuggv¶eny v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek maximaliz¶al¶asa
¶es sz¶or¶as¶anak minimaliz¶al¶asa egy tÄobbc¶el¶u optimumfeladatra vezet. Ha a
ki¯zet}ofÄuggv¶enyek nem folytonosak, akkor a klasszikus m¶odszerek nem al-
kalmazhat¶ok, ¶³gy ¶ujabb m¶odszer v¶alik szÄuks¶egess¶e. A r¶eszlegesen kooper¶al¶o
j¶at¶ekosokat le¶³r¶o modell speci¶alis esetk¶ent tartalmazza mind a nem-kooperat¶³v
¶es a kooperat¶³v j¶at¶ekok eseteit. Kimutatjuk, hogy tÄobbf¶ele olyan esetet is tar-
talmaz, amikor a j¶at¶ekosoknak a tÄobbiek v¶allalat¶aban ¶erdekelts¶ege van. Az
utols¶o modellben felt¶etelezzÄuk, hogy az ¶allami hat¶os¶ag megbÄunteti (vagy ju-
talmazza) azokat a v¶allalatokat, amelyek egy el}o¶³rt szennyez}od¶esmennyis¶egn¶el
tÄobbet (vagy kevesebbet) bocs¶atanak ki egyenk¶ent vagy egyÄuttesen.
1 Bevezet¶es
Jelen cikk szerz}oinek hossz¶u ¶es gyÄumÄolcsÄoz}o kapcsolata van a SZIGMA fo-
ly¶oirattal, amihez az is hozz¶aj¶arul, hogy a kor¶abbi ¶es jelenlegi f}oszerkeszt}o
a szerz}ok r¶egi bar¶atja, volt hallgat¶oja vagy koll¶eg¶aja. Ez a kapcsolat 1976-
ban kezd}odÄott, ¶es ezut¶an 18 tanulm¶any kerÄult publik¶al¶asra. A SZIGMA
komoly nemzetkÄozi ¶erdekl}od¶es kÄoz¶eppontj¶aba kerÄult, p¶eld¶aul az Arizonai
Egyetem kÄonyvt¶ar¶aban is megtal¶alhat¶o. Jelen cikkÄunkben a SZIGMA 50 ¶eves
jubileum¶ahoz szeretn¶enk hozz¶aj¶arulni n¶eh¶any ¶ujszer}u, m¶odos¶³tott oligopol
modell bemutat¶as¶aval.
A matematikai kÄozgazdas¶agtan egyik fontos terÄulete a j¶at¶ekelm¶elet ¶es
ezen belÄul az oligopol probl¶ema. A legegyszer}ubb, klasszikus model Cournot
(1838) munk¶aj¶ahoz vezethet}o vissza, az }o ¶uttÄor}o kutat¶asai alapj¶an sz¶amos ku-
tat¶o vizsg¶alta ezt a k¶erd¶eskÄort. Okuguchi (1976) munk¶aja az els}o Äosszefoglal¶o
m}u, amely a 70-es ¶evek kÄozep¶eig el¶ert eredm¶enyeket mutatja be. Ezek tÄobb-
term¶ekes ¶altal¶anos¶³t¶asait t¶argyalja az Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) mono-
gr¶a¯a, amelyben n¶eh¶any m¶odos¶³tott modellt is bemutatnak, bele¶ertve a mo-
dellek dinamikus kiterjeszt¶es¶et ¶es stabilit¶asi vizsg¶alatukat. A legegyszer}ubb
modell a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o le. TekintsÄunk n v¶allalatot, akik ugyanazt
a term¶eket gy¶artj¶ak ¶es egy kÄozÄos piacon ¶ert¶ekes¶³tik. JelÄolje x1; x2; . . . ; xn a
gy¶artott ¶es piacra bocs¶atott term¶ekmennyis¶egeket, X =
nP
i=1
xi a teljes term¶ek
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kibocs¶at¶ast ¶es Xk =
P
i 6=k
xi a k-adik v¶allalat szempontj¶ab¶ol a tÄobbi v¶allalat
egyÄuttes term¶ekmennyis¶eg¶et. A piaci ¶ar, f(X), a teljes term¶ekmennyis¶eg
monoton csÄokken}o fÄuggv¶enye, ¶es a k-adik v¶allalat kÄolts¶egfÄuggv¶enye, Ck(xk)
a v¶allalat term¶ekkibocs¶at¶as¶anak szigor¶uan nÄovekv}o fÄuggv¶enye. Ezek alapj¶an
a k-adik v¶allalat pro¯tja a bev¶etel ¶es kiad¶as kÄulÄonbs¶ege:
¦k(xk;Xk) = xkf(xk + Xk) ¡ Ck(xk): (1:1)
Ha Lk jelÄoli a k-adik v¶allalat kapacit¶askorl¶atj¶at, akkor egy n-szem¶elyes
j¶at¶ekot de¯ni¶alhatunk, ahol a v¶allalatok a j¶at¶ekosok ¶es a k-adik j¶at¶ekos
strat¶egiahalmaza a [0; Lk] z¶art intervallum ¶es ki¯zet}ofÄuggv¶enye ¦k (xk; Xk).
¶Altal¶anosan a kÄovetkez}oket teszik fel az ¶ar ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶enyekr}ol:
(A) f k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o a [0;
Pn
k=1 Lk] intervallumon, ¶es
Ck a [0; Lk] intervallumon
(B) f 0(X) < 0
(C) xkf 00(X) + f 0(X) · 0
(D) f 0(X) ¡ C 00k (xk) < 0
az ¶ertelmez¶esi tartom¶anyba es}o Äosszes v¶altoz¶o¶ert¶ekek ¶es k = 1; 2; . . . ; n eset¶en.
Az (A) felt¶etel az analitikus vizsg¶alatot kÄonny¶³ti meg, a (B) felt¶etel szerint
f szigor¶uan csÄokken}o. A (C) felt¶etel teljesÄul, ha f konk¶av, azonban ez nem
szÄuks¶eges. Hasonl¶o a helyzet a (D) felt¶eteln¶el, ami biztosan teljesÄul, ha Ck
konvex.
Speci¶alis modellek eset¶en az f fÄuggv¶eny linearit¶as¶at t¶etelezik fel, f(X) =
A ¡ BX ahol A ¶es B pozit¶³v konstansok. Ha Ck konvex, akkor az Äosszes fel-
t¶etel teljesÄul. Gyakran hiperbolikus ¶arfÄuggv¶ennyel is dolgoznak: f(X) = AX ,
ahol A > 0. Ez a fÄuggv¶eny azonban 0-ban nincs ¶ertelmezve, ¶³gy az analitikus
vizsg¶alatokban ez neh¶ezs¶eget jelent. A tov¶abbiakban a klasszikus modellnek
n¶eh¶any ¶erdekes kiterjeszt¶es¶et mutatjuk be.
2 Bizonytalan ¶arfÄuggv¶eny esete
TegyÄuk fel, hogy az f fÄuggv¶eny kor¶abbi ¶ar adatok alapj¶an lett megbecsÄulve,
¶³gy hib¶aval terhelt. A pontos fÄuggv¶enyr}ol feltesszÄuk, hogy a k-dik j¶at¶ekos azt
hiszi, hogy ez f(X) + ´k, ahol ´k egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, ahol E(´k) = 0
¶es Var(´k) = ±
2
k. Ekkor (1.1) alapj¶an
E (¦k) = xk (f(X) + E(´k)) ¡ Ck(xk) = xkf(X) ¡ Ck(xk) (2:1)
¶es
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amelyek a k-adik j¶at¶ekos sz¶am¶ara a pro¯t v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et ¶es varianci¶aj¶at
jelentik. A j¶at¶ekos a v¶arhat¶o ¶ert¶ek maximaliz¶al¶as¶ara ¶es a variancia csÄokken-
t¶es¶ere tÄorekszik, ¶³gy egy k¶et c¶elfÄuggv¶enyes optimumfeladatot ¶³r fel,
xkf(X) ¡ Ck(xk) ! max ¶es x2k±2k ! min :
A s¶ulyoz¶asos m¶odszer alapj¶an ezt egy kÄozÄons¶eges optimumfeladatra vezeti
vissza
xkf(xk + Xk) ¡ Ck(xk) ¡ ®kx2k±2k ! max; (2:3)
ahol ®k a k¶et c¶elfÄuggv¶eny relat¶³v fontoss¶ag¶at mutatja.
Ez a feladat ekvivalens az (1.1) pro¯tfÄuggv¶eny maximaliz¶al¶as¶aval, ahol
a kÄolts¶egfÄuggv¶enyt Ck(xk) + ®kx2k±
2
k helyettes¶³ti. Ha az eredeti oligopol
probl¶ema kiel¶eg¶³ti az (A)¡(D) felt¶eteleket, akkor a (2.3) ki¯zet}ofÄuggv¶enyekkel
rendelkez}o j¶at¶ek is kiel¶eg¶³ti. A k-dik j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶enye (2.3) maxi-
maliz¶al¶as¶aval ad¶odik a [0; Lk] intervallumon. A (2.3) fÄuggv¶eny szigor¶uan
konk¶av, els}o ¶es m¶asodrend}u deriv¶altja xk szerint
f(xk + Xk) + xkf
0(xk + Xk) ¡ C0k(xk) ¡ 2®k±2kxk
¶es
2f 0(xk + Xk) + xkf
00(xk + Xk) ¡ C 00k (xk) ¡ 2®k±2k < 0;





0; ha f(Xk) ¡ C 0k(0) · 0




f(xk + Xk) + xkf
0(xk + Xk) ¡ C0k(xk) ¡ 2®k±2kxk = 0 (2:5)
egyenletnek a ny¶³lt (0; Lk) intervallumon val¶o megold¶asa. A harmadik eset-
ben xk = 0 eset¶en (2.5) ¶ert¶eke pozit¶³v, xk = Lk eset¶eben negat¶³v, ¶es szigor¶uan
csÄokken, ¶³gy a (2.5) egyenletnek egy¶ertelm}u megold¶asa van. A v¶alaszfÄuggv¶e-





0; ha f(X) ¡ C0k(0) · 0
Lk; ha f(X) + Lkf





0(X) ¡ C0k(xk) ¡ 2®k±2kxk = 0 (2:7)
egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa a (0; Lk) ny¶³lt intervallumon. Az els}o k¶et eset-
ben Rk(X) konstans, a harmadik esetben pedig Rk(X) csÄokken}o fÄuggv¶enye
X-nek. Ez abb¶ol l¶athat¶o, hogy ha a (2.7) egyenletben az xk = Rk(X)




f 0(X) + Rk(X)f 00(X)
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ad¶odik. A (2.6)-ban adott fÄuggv¶eny folytonos, ¶³gy Rk(X) az eg¶esz tartom¶a-
nyon nem nÄovekv}o. Az egyens¶ulyi Äosszes term¶ekmennyis¶eg nyilv¶anval¶oan a
nX
k=1
Rk(X) ¡ X = 0 (2:9)
egyenlet megold¶asa. A bal oldal X = 0 esetben nemnegat¶³v, X =
Pn
k=1 Lk
eset¶en nempozit¶³v, ¶es szigor¶uan csÄokken}o. Ez¶ert az X¤ megold¶as l¶etezik ¶es




¶Irjuk ¶at a (2.7) egyenletet
f(X) + xkf
0(X) ¡ C 0k(xk) = 2®k±2kxk (2:10)
alakra, ahol a bal oldal szigor¶uan csÄokken xk-ban, ez¶ert a megold¶as is csÄokken,
ha ®k vagy ±k nÄovekszik. Kimutathat¶o tov¶abb¶a, hogy a teljes term¶ekmennyi-
s¶eg az egyens¶ulypontban csÄokken, ha b¶armely ®k vagy ±k ¶ert¶ek nÄovekszik.
TegyÄuk fel p¶eld¶aul, hogy ®k < ®k, de a tÄobbi param¶eter ¶ert¶eke nem v¶altozik.
JelÄolje X ¶es X a teljes term¶ekmennyis¶eget ebben a k¶et esetben. Az ¶all¶³t¶assal
ellent¶etben tegyÄuk fel, hogy X < X. Akkor i 6= k eset¶en








Ri(X) = X; (2:11)
ami ellentmond¶as. Itt Rj ¶es Rj jelÄoli a j¶at¶ekosok (2.6) v¶alaszt¶ofÄuggv¶enyeit
®k ¶es ®k mellett. A line¶aris ¶es a hiperbolikus esetek t¶argyal¶asa, valamint
dinamikus kiterjeszt¶esÄuk stabilit¶asi vizsg¶alata a Chiarella ¶es Szidarovszky
(2009) ¶es a Chiarella, Matsumoto ¶es Szidarovszky (2013) tanulm¶anyokban
tal¶alhat¶ok.
3 Szakad¶asos ki¯zet}ofÄuggv¶enyek esete
TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy az Äosszes termel}o a term¶ekmennyis¶eg ar¶any¶aban
bocs¶at ki szennyez}od¶est, amib}ol maximum Kk mennyis¶eget a c¶eg vagy ki-
tiszt¶³t vagy elsz¶all¶³ttat, ha enn¶el tÄobb a szennyez}od¶es, akkor egy kÄuls}o c¶eget
fogad fel, akin¶el az elsz¶all¶³t¶as egys¶egkÄolts¶ege is nagyobb ¶es ezen k¶³vÄul a fel-
vonul¶as kÄolts¶ege is megterheli. JelÄolje ak a szennyez}od¶esi kibocs¶at¶as ar¶any¶at
¶es bk a c¶eg tiszt¶³t¶asi vagy elsz¶all¶³t¶asi egys¶egkÄolts¶eg¶et. Ugyanez a kÄuls}o c¶eg
eset¶eben bk, ¶es 'k a felvonul¶asi kÄolts¶eg. Ezek alapj¶an a k-dik j¶at¶ekos pro¯t-
fÄuggv¶enye
¦k(xk; Xk) = xk(A ¡ BXk ¡ Bxk) ¡ ckxk ¡
½
®kxk; ha akxk · Kk
'k + ¯kxk kÄulÄonben,
(3:1)
N¶eh¶any speci¶alis oligopol probl¶ema 49
ahol f(X) = A ¡ BX; Ck(xk) = ckxk; ®k = akbk; ¯k = akbk.
A (3.1) fÄuggv¶enynek az xk = Kk=ak helyen szakad¶asa van, ¶³gy az el}oz}o
esetben alkalmazott m¶odszer nem alkalmazhat¶o az egyens¶ulypont l¶etez¶es¶enek
¶es egy¶ertelm}us¶eg¶enek az igazol¶as¶ahoz. A l¶etez¶es bizony¶³that¶o, azonban az
egy¶ertelm}us¶eg nem igaz, amint azt a kÄovetkez}o p¶elda mutatja. Legyen n = 2,
A = 14, B = 2, ak = ®k = 'k = Kk = 1, ¯k = Lk = 2 (k = 1; 2). Ekkor a
k¶et j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶enye, ahol Xk = x3¡k,
Rk(Xk) =
(2; ha 0 · Xk < 1;5
f1; 2g ; ha Xk = 1;5
1 ha Xk > 1;5,
amib}ol azonnal l¶atszik, hogy az x1 = 1; x2 = 2 ¶es az x1 = 2; x2 = 1 strat¶egi¶ak
egyens¶ulypontot adnak. Ezt a modellt a (Szidarovszky ¶es Matsumoto, 2016)
tanulm¶any t¶argyalja r¶eszletesen.
Hasonl¶o modell ad¶odik, ha akxk > Kk eset¶en Kk szennyez}od¶est a c¶eg
saj¶at maga tiszt¶³t vagy sz¶all¶³t el, ¶es csak a Kk feletti akxk ¡Kk mennyis¶eget
b¶³zza a kÄuls}o c¶egre.
A (Burr, Gardini ¶es Szidarovszky, 2015) cikk egy hasonl¶o modellt mutat
be ¶es elemez diszkr¶et dinamika felt¶etelez¶es¶evel. TegyÄuk most fel, hogy f(X) =
A ¡ BX; Ck(xk) = ckxk, ¶es a (t ¡ 1)-dik id}opontban xk a k-dik j¶at¶ekos ter-
m¶ekmennyis¶ege.





0; ha f(Xk) ¡ C 0k(0) · 0




f(xk + Xk) + xkf
0(xk + Xk) ¡ C 0k(xk) = 0 (3:3)
egyenlet megold¶asa. Ennek az els}o k¶et esetre val¶o kiterjeszt¶ese lenne a legjobb
dÄont¶ese a j¶at¶ekosnak a t-dik id}opontban, ha statikus becsl¶est felt¶etelezÄunk
Xk-ra.
Azonban a j¶at¶ekos a kÄovetkez}o felt¶eteleket akarja teljes¶³teni:
{ ha exk ¶es xk kÄozel van egym¶ashoz, akkor a v¶altoztat¶asi kÄolts¶egek miatt
a j¶at¶ekos nem akar v¶altoztat¶ast;
{ ha exk nagyon kicsi, akkor nem ¶erdemes kev¶es term¶ekmennyis¶eggel a
piacon maradnia.





xk; ha jexk ¡ xkj · "k
0; ha exk < lk
exk kÄulÄonben,
(3:4)
ahol "k ¶es lk a v¶allalat ¶altal meghat¶arozott kicsi ¶ert¶ekek.
50 Szidarovszky Ferenc { Moln¶ar S¶andor
VegyÄuk ¶eszre, hogy ennek a fÄuggv¶enynek az exk szempontj¶ab¶ol xk¡"k; xk+
"k ¶es xk = lk helyeken szakad¶asa van. Kimutathat¶o, hogy v¶egtelen sok






















egyenl}otlens¶egek ¶³rnak le, ahol K1, ¶es K2 a k¶et j¶at¶ekos dinamikus
xk(t) = xk(t ¡ 1) + Kk
¡
Rk(Xk(t ¡ 1)) ¡ xk(t ¡ 1)
¢
(3:6)
egyenlet¶enek egyÄutthat¶oja. A (3.5) halmaz az eredeti oligopol j¶at¶ek egyen-
s¶ulypontj¶at is tartalmazza.
4 R¶eszlegesen kooper¶al¶o j¶at¶ekosok esete
TekintsÄuk ism¶et a bevezet¶esben le¶³rt alapesetet. TegyÄuk fel, hogy az egyes j¶a-
t¶ekosok a saj¶at pro¯tjukon k¶³vÄul a tÄobbiek pro¯tj¶ahoz is hozz¶a k¶³v¶annak j¶arul-
ni. Ez p¶eld¶aul ¶ugy tÄort¶enhet, hogy a kÄovetkez}o ki¯zet}ofÄuggv¶enyt v¶alasztj¶ak:
'k = ¦k +
X
l 6=k
®kl¦l (k = 1; 2; . . . ; n) (4:1)
azaz az l-dik (l 6= k) j¶at¶ekos pro¯tj¶anak ®kl r¶esz¶et is szerepeltetik a k-dik
j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶eny¶eben. Ezt a konstrukci¶ot Cyert ¶es DeGroot (1973)
alapj¶an r¶eszleges kooper¶aci¶onak nevezzÄuk. Az ®kl ´ 0 esetben az eredeti
j¶at¶ekot kapjuk vissza, az ®kl ´ 1 esetben pedig az egyÄuttes pro¯tot maxi-
maliz¶alja az Äosszes j¶at¶ekos. A 'k fÄuggv¶eny ¶at¶³rhat¶o a kÄovetkez}o alakra:










= f(xk + Xk) + (xk + Sk)f




= 2f 0(xk + Xk) + (xk + Sk)f
00(xk + Xk) ¡ C 00k (xk) < 0;






0; ha f(Xk) + Skf
0(Xk) ¡ C0k(0) · 0
Lk ha f(Lk + Xk) + (Lk + Sk)f
0(Lk + Xk) ¡ C 0k(Lk) ¸ 0
exk kÄulÄonben,
(4:3)
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ahol exk az
f(xk + Xk) + (xk + Sk)f
0(xk + Sk) ¡ C 0k(xk) = 0 (4:4)






0; ha f(X) + Skf 0(X) ¡ C0k(0) · 0




f(X) + (xk + Sk)f
0(X) ¡ C0k(xk) = 0 (4:6)
egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa a (0; Lk) ny¶³lt intervallumon. Kimutathat¶o,
hogy az egyens¶ulyi Äosszterm¶ek mennyis¶ege csÄokken, ha egy vagy tÄobb ®k
¶ert¶ek nÄovekszik, amihez a (C)¡(D) felt¶eteleket m¶odos¶³tani kell:
(C') (1 + ®k)f 0 + vf 00 · 0
(D') (1 ¡ ®k)f 0 ¡ C 00k < 0
az Äosszes X;v 2 [0; Pnk=1 Lk] ¶es xk 2 [0; Lk] eset¶en, ahol feltesszÄuk, hogy a
j¶at¶ekosok azonosan kezelik a tÄobbieket, azaz ®kl ´ ®k (l 6= k). A Bischi,
Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky (2010) monogr¶a¯a kÄulÄon fejezetet sz¶an a
r¶eszlegesen kooperat¶³v oligopol j¶at¶ekoknak.
Matsumoto, Merlone ¶es Szidarovszky (2010) kimutatja, hogy tÄobbf¶ele
v¶allalati Äosszefon¶od¶as matematikailag a (4.1) modellre vezethet}o vissza.
TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy a k-dik v¶allalatnak a tÄobbi v¶allalatban ±kl ¶erde-












alakban ¶³rhat¶o fel. Ha bevezetjÄuk az ®kl = ±kl=(1 ¡
P
l 6=k ±lk) v¶altoz¶okat,
akkor 'k maximaliz¶al¶asa ekvivalens a (4.1) fÄuggv¶eny maximaliz¶al¶as¶aval.
TegyÄuk fel, hogy a k-dik j¶at¶ekos csak a saj¶at ¶erdekelts¶eg¶et tekinti a tÄobbi
v¶allalatban, de ignor¶alja m¶asok ¶erdekelts¶eg¶et a saj¶at v¶allalat¶aban. Ekkor
azonnal (4.1) ad¶odik az ®kl = ±kl v¶alaszt¶assal.
Az indirekt tulajdon¶u ¶erdekelts¶egek eset¶en a k-dik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶e-
nye




amely tartalmazza a saj¶at v¶allalati pro¯lj¶at ¶es a tÄobbi v¶allalatb¶ol sz¶armaz¶o
r¶eszesed¶es¶et is. Ha bevezetjÄuk a D = (±kl) m¶atrixot a ±kk = 0 diagon¶alis
elemekkel, akkor (4.8) a
' = ¦ + D'
alakban ¶³rhat¶o fel, ahol ' = ('k), ¦ = (¦k). Innen
' = (I ¡ D)¡1¦
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ad¶odik. VegyÄuk ¶eszre, hogy
P
l 6=k ±lk < 1 felt¶etelez¶es¶evel az I ¡ D m¶atrix






ad¶odik, ami az ®kl = bkl=bkk v¶alaszt¶assal (4.1)-gyel ekvivalens optimumprob-
l¶em¶av¶a alakul.

















ahol a brutt¶o pro¯t 'Bl ¶ert¶ekek az





l (k = 1; 2; . . . ; n) (4:12)
egyenletrendszer megold¶asai. Innen















m¶atrix seg¶³ts¶eg¶evel (4.11) alapj¶an
' = ¢(¦ + D'B) = ¢
¡
(I ¡ D)(I ¡ D)¡1¦ + D(I ¡ D)¡1¦
¢
=
= ¢(I ¡ D + D)(I ¡ D)¡1¦ = ¢(I ¡ D)¡1¦ ;










amely a (4.1) fÄuggv¶eny maximumfeladat¶aval ekvivalens az ®kl = bkl=bkk
v¶alaszt¶assal.
5 KÄornyezeti szennyez¶es bÄuntet¶es¶enek ¯gye-
lembev¶etele
Most azt is tegyÄuk fel a bevezet¶esben v¶azolt modellhez, hogy az egyes j¶a-
t¶ekosok a termel¶es mellett szennyez}od¶est is kibocs¶atanak, ami ar¶anyos a
term¶ekmennyis¶eggel. Ha xk a k-dik j¶at¶ekos term¶ekmennyis¶ege, akkor ekxk
a kibocs¶atott szennyez}od¶es mennyis¶ege. Az ¶allami hat¶os¶ag a maxim¶alisan
megengedhet}o Ek szennykibocs¶at¶ast enged¶elyez sz¶am¶ara, ¶es ha ezt a j¶at¶ekos
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t¶ull¶epi, akkor bÄuntet¶est ¯zet, ami ar¶anyos az ekxk ¡ Ek kÄulÄonbs¶eggel. Ha
pedig az el}o¶³rtn¶al kevesebbet bocs¶at ki, akkor az Ek ¡ ekxk kÄulÄonbs¶eggel
ar¶anyos jutalmat kap. Ha mk jelÄoli az ar¶anyoss¶agi t¶enyez}ot, akkor a j¶at¶ekos
ki¯zet}ofÄuggv¶enye a kÄovetkez}o:
¦k = xk(A ¡ BXk ¡ Bxk) ¡ ckxk ¡ mk(ekxk ¡ Ek) ; (5:1)
ahol line¶aris ¶ar ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶eny szerepel. MegjegyezzÄuk, hogy az ¶alland¶o
kÄolts¶egek nem befoly¶asolj¶ak a j¶at¶ekosok optimum probl¶em¶aj¶at, ¶³gy ezekt}ol
eltekinthetÄunk. Azt is feltehetjÄuk, hogy az egyens¶ulypontokban az Äosszes
j¶at¶ekos kibocs¶at¶asa pozit¶³v, ugyanis z¶erus kibocs¶at¶as eset¶en a j¶at¶ekos kil¶ep a
piacr¶ol. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy nem kell }oket ¯gyelembe
vennÄunk. Az els}orend}u optimumfelt¶etel (5.1) alapj¶an
A ¡ BXk ¡ 2Bxk ¡ ck ¡ mkek = 0
vagy
A ¡ BX ¡ Bxk ¡ ck ¡ mkek = 0 ; (5:2)
amib}ol l¶athat¶o, hogy a j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶enye, mint a teljes kibocs¶at¶as
fÄuggv¶enye,
xk =
A ¡ BX ¡ ck ¡ mkek
B
: (5:3)
Ez val¶oban maximumot szolg¶altat, mert (5.1) szigor¶uan konk¶av. Adjuk Äossze
ezeket az egyenleteket k = 1; 2; . . . ; n eset¶ere, ekkor
X =
An ¡ nBX ¡ Pnk=1(ck + mkek)
B
ad¶odik, amib}ol l¶athat¶o, hogy
X =
An ¡ Pnk=1(ck + mkek)
(n + 1)B
: (5:4)
Ha valamelyik j¶at¶ekos margin¶alis kÄolts¶ege, szennyez}od¶es kibocs¶at¶asi r¶at¶aja,
vagy a bÄuntet¶esi (jutalmaz¶asi) t¶enyez}oje nÄovekszik, az csÄokken}oleg hat a teljes



















(cl + mlel) ¡ n(ck + mkek)
´ (5:5)
ami szint¶en csÄokken}o, ha a ck, mk vagy ek ¶ert¶eke nÄovekszik. Ez akkor
kÄovetkezik be, ha valamelyik j¶at¶ekos rosszabb technol¶ogi¶ara v¶alt a mar-
gin¶alis kÄolts¶eg, a szennykibocs¶at¶asi r¶ata nÄovel¶es¶evel, vagy a bÄuntet¶esi (ju-
talmaz¶asi) t¶enyez}ot nÄoveli az ¶allami hat¶os¶ag. A tÄobbi j¶at¶ekos kibocs¶at¶asa
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pedig nÄovekszik, ezzel egyÄutt pedig nÄovekszik a szennyez}od¶es kibocs¶at¶asuk








(cl + mlel) ¡ nckek ¡ nmke2k
´













Ennek el}ojele viszont az xk ¶es ek egym¶ashoz viszony¶³tott ar¶any¶at¶ol fÄugg.
Sok ipar¶ag eset¶en a hat¶os¶ag nem tudja az egyes j¶at¶ekosok szennyez}od¶es
kibocs¶at¶as¶at m¶erni, csak a j¶at¶ekosok egyÄuttes kibocs¶at¶as¶at. Ilyenkor a tel-
jes kibocs¶at¶asra ad meg egy maxim¶alisan elfogadhat¶o ¶ert¶eket, ¶es ehhez vis-
zony¶³tja a bÄuntet¶es, vagy jutalom m¶ert¶ek¶et hasonl¶oan az el}obbi esethez. ¶Igy
a k-dik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye






Az els}orend}u optim¶alis felt¶etel azonos (5.2)-vel, ¶³gy az egyens¶ulyi strat¶egi¶ak
¶es az azokb¶ol levont kÄovetkeztet¶esek is megmaradnak erre az esetre.
A matematikai egyszer}us¶eg miatt line¶aris ¶ar ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶enyt v¶alasz-
tottunk. Amennyiben egy ¶altal¶anosabb oligopol modellb}ol indulunk ki, amely
eleget tesz az (A)¡(D) felt¶eteleknek, akkor az el}obbi k¶et modellhez ha-
sonl¶oan egy line¶aris tag ad¶odik a kÄolts¶egfÄuggv¶enyhez, amely nem befoly¶asolja
a felt¶etelek teljesÄul¶es¶et.
Egy harmadik, n¶emik¶epp bonyolultabb modellt kapunk, ha a bÄuntet¶es
(jutalmaz¶as) mechanik¶aj¶at megv¶altoztatjuk. A k-dik j¶at¶ekos ekxk kibocs¶at¶a-




, ¶³gy az E meg-
engedett egyÄuttes maximumot ilyen ar¶anyban osztja sz¶et az ¶allami hat¶os¶ag
az egyes j¶at¶ekosok kÄozÄott. ¶Igy a k-dik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye








Az els}orend}u optimumfelt¶etelek l¶enyegesen bonyolultabbak, mint az el}oz}o
esetekben, ez¶ert az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy mk ´ m ¶es ek ´ e.
Ekkor (5.8) leegyszer}usÄodik,








aminek xk-szerinti deriv¶altja z¶erus kell legyen optimum eset¶eben,
A ¡ BXk ¡ 2Bxk ¡ ck ¡ me + mE
Pn
l=1 xl ¡ xk¡Pn
l=1 xl
¢2 = 0 ;
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vagy




amib}ol a k-dik j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶enye
xk =
AX2 ¡ BX3 ¡ ckX2 ¡ meX2 + mEX
BX2 + mE
: (5:10)
Ha ezeket az egyenleteket Äosszeadjuk k = 1; 2; . . . ; n eset¶ere, akkor
X =
n(AX2 ¡ BX3 ¡ meX2 + mEX) ¡ X2 Pnl=1 cl
BX2 + mE
ad¶odik, amely X-re egy m¶asodfok¶u egyenletre vezet,







+ mE(1 ¡ n) = 0 ; (5:11)
ha X-szel egyszer}us¶³tÄunk. Az egyÄutthat¶ok el}ojeleit}ol fÄugg}oen a pozit¶³v gyÄokÄok
sz¶ama 0; 1; 2 lehet, ¶es ha ezeket be¶³rjuk az (5.10) egyenletbe, megkapjuk az
egyes j¶at¶ekosok egyens¶ulyi strat¶egi¶ait.
Az el}oz}oekben bemutatott modellek kiss¶e ¶altal¶anosabb v¶altozatait t¶ar-
gyalj¶ak a Matsumoto, Szidarovszky ¶es Yabuta (2018) ¶es a Matsumoto, Szi-
darovszky ¶es Takizawa (2018) dolgozatok.
6 KÄovetkeztet¶esek ¶es befejez}o megjegyz¶esek
A bemutatott modellek tiszt¶an mutatj¶ak, hogy az oligopol j¶at¶ek vizsg¶alata
milyen gazdag. Ha ehhez hozz¶avesszÄuk, hogy a t¶argyalt modellek hiperbo-
likus ¶arfÄuggv¶enyek mellett is vizsg¶alhat¶ok, a Cournot modellt a Bertrand
oligopol j¶at¶ekok is felv¶althatj¶ak, amikor a j¶at¶ekosok dÄont¶ese az ¶arra ¶es nem a
term¶ekmennyis¶egre vonatkozik. Az itt bemutatott modellek kiterjeszthet}ok
a tÄobbterm¶ekes, valamint az alkalmazott tulajdon¶u esetekre is. KÄulÄonlegesen
¶erdekes a modellek dinamikus kiterjeszt¶ese a k¶esleltet¶es n¶elkÄuli (Bischi, Chia-
rella, Kopel ¶es Szidarovszky, 2010) ¶es a k¶esleltet¶essel b¶³r¶o dinamik¶ak (Ma-
tsumoto ¶es Szidarovszky, 2018) eseteire is. }Oszint¶en rem¶eljÄuk, hogy ez a cikk
felh¶³vja n¶eh¶any ¯atal kutat¶o ¶erdekl}od¶es¶et a t¶emakÄor ir¶ant, ¶³gy ezen a terÄule-
ten is tov¶abb gazdagodhat a hazai kutat¶as.
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ON SOME SPECIAL OLIGOPOLY MODELS
Some extensions of the classical oligopoly model is discussed including the case of
uncertain price function, when the expected pro¯t is maximized and the variance
of the pro¯t is minimized. This multiobjective optimum problem is then solved.
If the pro¯t functions are discontinuous, then the usual methodology cannot be
applied to ¯nd equlibria, so new idea has to be developed. The model with partially
cooperative ¯rms contains both the fully cooperative and noncooperative games as
special cases. It is shown that several variants of co-ownership among the ¯rms can
be modeled by using this structure. The last model describes several ¯rms and a
regulator, who wants to control emission volumes with appropriate penalties and
rewards.
